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p 	  Mo0	  insulator	  

	  
	  

p 	  Theore2cal	  understanding	  of	  the	  Mo0	  transi2on	  has	  been	  studied	  in	  the	  Hubbard	  model	  	  
	  	  	  	  	  by	  using	  several	  numerical	  methods,	  DMFT	  (CDMFT),	  VCA,	  VMC,……	  

	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  

p 	  Mo0	  transi2on	  in	  the	  single-‐band	  Hubbard	  model	  	  
	  	  	  	  	  for	  fixed	  electron	  density	  n=1	

vij	  =v;	  nearest	  neighbor	  hopping	  amplitude	  
U	  ；	  Coulomb	  repulsion	  	  	  	  	  	  
μ	  ；chemical	  poten2al	  	  
c†iσ	  (ciσ	  )	  ;	  electron	  crea2on	  (annihila2on)	  operator	  at	  site	  i	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  with	  spin	  σ	  	  	  
niσ	  	  =	  c†iσciσ	  ;	  electron	  density	  operator	  

↑ ↑ 
↑ 

↓ 

↓ 

↑↓ ↓ 

↑ 

Mo0	  metal-‐insulator	  transi2on	 

＊Coulomb	  repulsion	  U	  ⇔ electronic	  kine2c	  energy	  W	  
	  	  	  	  	  (it	  is	  not	  accompanied	  by	  magne2c	  transi2on)	  

U	  	  
Metal	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  Mo0	  insulator	  

U	  <	  W	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  U∼W	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  U>W	  
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N.	  F.	  Mo0,	  Proc.	  R.	  Soc.	  London,	  Ser.	  1949	  	

・Strong	  Coulomb	  repulsion	  
・Electron	  density	  of	  the	  system	  	  n=1	  
・Spin	  internal	  degrees	  of	  freedom→	  magne2c	  transi2on	

↑ 

↑↓ 
↓ ↑↓ 

△	  
↑↓ 

↑ 

↑(↓)：electron	  with	  spin	  up	  (down)	  

H = vijciσ
† cjσ

i, j,σ
∑ −µ ciσ

† ciσ
i,σ
∑ +U ni↑

i
∑ ni↓

△	  
U	   U	  

v	  

v	  

v	  



Mo0	  metal-‐insulator	  transi2on	 

p 	  Relevant	  variables	  in	  the	  Mo0	  transi2on:	  

	  
	  
	  
	  

p 	  Determina2on	  of	  finite-‐temperature	  phase	  diagram	  in	  the	  DMFT	  (CDMFT)	  calcula2ons	  

	  

	  	  	  	  Doublon	  (doubly	  occupied	  site)	  density	  

	  niσ	  ;	  electron	  density	  operator	  	  at	  site	  i	  with	  spin	  σ	  	  

C.	  Castellani	  et	  al.,	  PRL	  1979	  

d = ni↑ni↓

・Infinite	  dimension	  

	  	  	  A.	  Georges	  et	  al.,	  Rev	  Mod	  Phys.	  2011	  
	  

・Frustra2on	  la;ce	  ;	  triangular	  la;ce,	  kagome	  la;ce……	  

	  	  	  R.	  Zitzler	  et	  al.,	  PRL	  2004	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  B.	  Kyung	  et	  al.,	  PRL	  2006	  
	  

	  	  	  T.	  Ohashi	  et	  al.,	  PRL	  2006/PRL	  2008	  	  	  	  	  A.	  Liebsch	  et	  al.,	  PRB	  2009	  
	  

	  	  	  Y.	  Furukawa	  et	  al.,	  PRB	  2010	  
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＊For	  U>>W,	  the	  Hubbard	  model	  becomes	  equivalent	  to	  the	  	  
	  	  　Heisenberg	  model.	  
	  

	  　☞The	  relevant	  variables	  are	  the	  local	  spin	  operators,	  each	  
	  	  	  	  	  	  site	  being	  	  occupied	  by	  one	  electron	  with	  either	  spin	  up	  	  
	  	  	  	  	  	  or	  spin	  down.	  
	  

	  	  	  	  ☞However,	  when	  U>>W	  does	  not	  hold,	  such	  a	  descrip2on	  is	  no	  	  
	  	  	  	  	  	  	  	  longer	  valid	  and	  doublons	  and	  holon	  (vacant	  sites)	  will	  also	  occur.	  

U	  	  
Metal	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  Mo0	  insulator	  

U	  <	  W	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  U∼W	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  U>W	  

	  Doublon	  	

↑ ↑ 
↑ 

↓ 

↓ 

↑↓ ↓ 

↑ ↑ 

↑↓ 
↓ ↑↓ 

△	  
↑↓ 

↑ 

↑(↓)：electron	  with	  spin	  up	  (down)	  

△	  
U	   U	  

v	  

v	  

v	  



Finite-‐temperature	  phase	  diagram	  in	  the	  DMFT	  calcula2ons	 

² 	  Infinite	  dimension	  (DMFT)	   ² 	  Anisotropic	  triangular	  la;ce	  (CDMFT)	  
A.	  Georges	  et	  al.,	  Rev	  Mod	  Phys.	  2011	   T.	  Ohashi	  et	  al.,	  PRL	  2008	  
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・Paramagne2c	  solu2on	  
・half-‐filling	  

・Paramagne2c	  solu2on	  
・half-‐filling	  



Thermodynamic	  cri2cality	  of	  the	  Mo0	  transi2on	 

p 	  Inves2ga2on	  of	  	  the	  singularity	  of	  doublon	  density	  near	  the	  Mo0	  cri2cal	  end	  point	

1st	  order	

Mo0	  Cri2cal	  end	  point	  
	  (U*,	  T*)	  

U/t	  	  

● 

Mo0	  	  
Insulator	  

Metal	  

T	  	  

G.	  Kotliar	  et	  al.,	  PRL	  2000	  
M.	  Imada,	  PRB	  2005	  
P.	  Sémon	  et	  al.,	  PRB	  2012	

Ising	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  Mo0	  	  	  
	  	  m	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  d–d*	  
	  	  h	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  U–U*	  
	  	  T　　　　　 	  T	  

² 	  Ising	  universality	  class	  (UC)	  

d − d* = U −U* 1 δ ;T = T *

DMFT	  

CDMFT	  

・Anisotropic	  triangular	  la;ce	  Hubbard	  model	  (paramagne2c	  solu2on)	  	  

solid	  symbols;	  metal	  	  
open	  symbols;	  insulator	  

P.	  Sémon	  et	  al.,	  PRB	  2012	
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(Paramagne2c	  solu2on)	  



Mechanism	  of	  Mo0	  metal-‐insulator	  transi2on	 

p 	  Correla2ons	  between	  doublon	  (double	  occupied	  site)	  and	  holon	  (vacant	  site)	  and	  	  
	  	  	  	  	  between	  two	  doublons	  have	  been	  studied	  in	  the	  square-‐la;ce	  Hubbard	  model	  	  
	  	  	  	  	  at	  half-‐filling	  without	  magne2c	  order	  by	  VMC	  method.	

T.	  Miyagawa	  and	  H.	  Yokoyama,	  JPSJ	  2011	  	  
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lDH = rDH +σ DH

lDD = rDD +σ DD

:maximum	  distance	  between	  doublon	  and	  holon	  
	  (doublon-‐holon	  binding	  length)	

:minimum	  distance	  between	  two	  doublons	  
	  (doublon-‐doublon	  exclusion	  length)	  	

rO !O ;!!average!nearest!OO'!distance

σO !O ;!!standard!!deviation!!of!! rO !O

	  ＊Assump2on:	  A0rac2on	  between	  doublon	  and	  holon	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  Repulsion	  between	  two	  doublons	  
	  

　＊They	  inves2gated	  the	  varia2on	  of	  two	  correla2ons	  
	  	  	  	  	  	  with	  U.	  	  
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Mo0	  transi2on	  point	
Metal	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  Insulator	  
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Mo0	  transi2on	  point	
Metal	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  Insulator	  

² They	  suggested	  that	  the	  change	  of	  doublon–holon	  and	  doublon-‐doublon	  correla2ons	  
	  	  	  	  is	  the	  essence	  of	  the	  Mo0	  transi2on.	  
	  	  	  ・At	  the	  Mo0	  transi2on	  point,	  lDH	  	  show	  dras2cally	  drop.	  
	  	  	  	  	  ⇒Strong	  doublon-‐holon	  correla2on	  in	  the	  insula2ng	  phase	  	 10	
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Metal	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  Insulator	  

² 	  Dynamics	  of	  doublons	  ??	  
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Model	  and	  Method	 

p 	  We	  study	  dynamics	  of	  doublons	  in	  the	  half-‐filed	  Hubbard	  Model.	  

	  
	  
	  

p 	  Nearest-‐neighbor	  (on-‐site)	  dynamical	  correla2ons	  of	  doublon,	  holon,	  and	  	  
	  	  	  	  single-‐occupied	  site	  	

vij	  =v;	  nearest	  neighbor	  hopping	  amplitude	  
U	  ；	  Coulomb	  repulsion	  	  	  	  	  	  
μ	  ；chemical	  poten2al	  	

ü  Cellular	  Dynamical	  Mean	  Field	  Theory	  (CDMFT)	

・Triangular	  3-‐site	  cluster	  
・Numerical	  solver:	  
	  	  Con2nuous-‐2me	  Quantum	  Monte	  Carlo(CTQMC)	  	  
	  	  Method	  	  based	  on	  strong	  coupling	  expansion	  
	  
・Paramagne2c	  solu2on	  
P.	  Werner	  et	  al.,	  PRL	  2006	  

H = vijciσ
† cjσ

i, j,σ
∑ −µ ciσ

† ciσ
i,σ
∑ +U ni↑

i
∑ ni↓

ü 	  Triangular	  la;ce:	  Mo0	  transi2on	  occurs	  inside	  the	  paramagne2c	  region.	  
	  
	  

⇒	  We	  can	  capture	  the	  dynamical	  proper2es	  of	  only	  Mo0	  transi2on.	  
VCA	  calcula2ons	  :	  P.	  Sahebsara	  et	  al.,	  PRL	  2008,	  A.	  Yamada,	  PRB	  2014	

Soo '
j t( ) = ô1 t( ) !ôj 0( ) ôj = d̂ j ;"doublon"density

= ĥj ;"holon"density
= ŝ j ;"single 0 occupied"density

j =1;"on"site
j = 2 = 3;"nearest +neighbor"sites

G.	  Kotliar	  et	  al.,	  PRL	  2001	  

↑ ↓ 

↑ ↓ 

13	

-v	

-v	

-v	 -v	 -v	

-v	

↑ ↓ 
↑ ↓ ↑ ↓ 
↑ ↓ ↑ ↑ ↓ ↓ 

?	  
?	  

?	  

?	  
?	  

↑(↓)：electron	  with	  spin	  up	  (down)	  
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Finite-‐T	  Mo0	  transi2on:	  U-‐T	  phase	  diagram	 

p 	  We	  inves2gate	  the	  singularity	  of	  the	  doubon	  density	  with	  changing	  U	  at	  several	  T’s	  

U-‐dependence	  of	  d	  
U-‐T	  phase	  diagram	  

T=0.08v	  

T=0.12v	  

T=0.08v	  

DOS	  

U=8v	  
U=10.5v	  

d = ni↑ni↓ niσ ;"electron"density"operator"at"site"i"with"spin"σ

² 	  We	  inves2gate	  doublon	  dynamics	  with	  	  	  	  	  	  
	  	  	  	  	  decreasing	  U	  at	  T=0.08v	  <T*	  fixed,	  where	  	  
	  	  	  	  	  the	  first-‐order	  Mo0	  transi2on	  occurs	  at	  	  
	  	  	  	  	  Uc=9.4v.	

Mo:	  cri<cal	  end	  point	  
	  (U*,	  T*) ≅ (9.4v,	  0.10v)	  
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U/v	

U/v	

T/
v	

ω/v	



	  Dynamical	  correla2ons	  between	  nearest-‐neighbor	  sites	 

p 	  Equal-‐2me	  correla2ons,	  t=0	  :	  <ô1ô2’>	

Po !o =
ô1 !ô2
ô1 !ô2

ôj = d̂ j ;"doublon"density

= ĥj ;"holon"density
= ŝ j ;"single 0 occupied"density

↑ ↓ 

↑ ↓ 

＊At	  U=0,	  Poo’=1	  
	  

＊Equal-‐2me	  correla2on	  between	  
	  	  	  	  nearest-‐neighbor	  sites	  
	  

	  	  	  	  	  ・Poo’>1:	  a0rac2on	  	  
	  	  	  	  	  ・Poo’<1:	  repulsion	  	  

² 	  Pdh>1	  and	  takes	  a	  large	  value.	
 	  	  	  ⇒Strong	  nearest-‐neighbor	  a0rac2on	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  Enhancement	  at	  the	  Mo0	  transi2on	  
² 	  Pdd<1,	  Pds<1,	  Phh<1	  	  
	  	  	  	  	  ⇒Nearest-‐neighbor	  repulsion	

	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  Their	  enhancement	  at	  the	  Mo0	  transi2on	  is	  	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  not	  	  as	  large	  as	  that	  of	  doublon	  holon	  a0rac2on.	

U-‐dependence	  of	  Poo’	

Pdh	  
	  

Pdd	  
	  

Pds	  
	  

Phh	  

↑ ↓ 
↑ ↓ ↑ ↓ 
↑ ↓ ↑ ↑ ↓ ↓ 

?	  
?	  

?	  

?	  
?	  

Pdh	  

Pdd	  Pds	   Phh	  

Uc	
Metal	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  Insulator	  
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	  Dynamical	  correla2ons	  between	  nearest-‐neighbor	  sites	 

Γoo '
2 t( ) > 0 : attractive(correlation((((((Γoo '

2 t( ) < 0 : repulsive(correlation

Soo '
2 t( ) = ô1 t( ) !ô2 0( ) t→∞$ →$$ ô1 !ô2Γoo '

2 t( ) = Soo '2 t( ) − ô1 #ô2
・characteris2c	  of	  the	  nearest-‐neighbor	  correla2on:	  

² 	  Short-‐t	  behavior:	  
	  	  	  ・The	  doublon-‐holon	  pair	  decays	  with	  increasing	  t	  and	  its	  life2me	  becomes	  longer	  in	  	  
	  	  	  	  	  the	  insula2ng	  phase.	  
　・The	  doublons	  pair	  starts	  to	  be	  dynamically	  formed	  and	  its	  forma2on	  occurs	  faster	  	  
	  	  	  	  	  in	  the	  metallic	  phase	  than	  in	  the	  insula2ng	  phase.	

↑ ↓ ↑ ↓ ↑ ↓ 

U=10.5v:	  Insulator	  

U=10.5v:	  Insulator	  U=8v:	  Metal	  

U=8v:	  Metal	  

doublon-‐holon	   doublon-‐doublon	  

17	

T=0.08v	  

U/v	

T/
v	



	  Dynamical	  correla2ons	  between	  nearest-‐neighbor	  sites	 

Γoo '
2 t( ) > 0 : attractive(correlation((((((Γoo '

2 t( ) < 0 : repulsive(correlation

Soo '
2 t( ) = ô1 t( ) !ô2 0( ) t→∞$ →$$ ô1 !ô2Γoo '

2 t( ) = Soo '2 t( ) − ô1 #ô2
・characteris2c	  of	  the	  nearest-‐neighbor	  correla2on:	  

² 	  Long-‐t	  behavior:	  	
 	  	  ・In	  the	  insula2ng	  phase,	  Γoo’2(t/v>2)	  is	  almost	  vanishing.	
　・In	  the	  metallic	  phase,	  Γoo’2(t)	  persists	  up	  to	  long	  t/v∼50.	  
	  	  	  ・The	  t-‐dependence	  in	  the	  metallic	  phase	  shows	  many	  structures.	  
	  	  	  	  	  ⇒larger	  charge	  fluctua2on	  in	  the	  metallic	  phase	  

↑ ↓ ↑ ↓ ↑ ↓ 

U=10.5v:	  Insulator	  

U=10.5v:	  Insulator	  U=8v:	  Metal	  

U=8v:	  Metal	  

doublon-‐holon	   doublon-‐doublon	  
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	  Dynamical	  correla2ons	  between	  nearest-‐neighbor	  sites	 

Γoo '
2 t( ) > 0 : attractive(correlation((((((Γoo '

2 t( ) < 0 : repulsive(correlation

Soo '
2 t( ) = ô1 t( ) !ô2 0( ) t→∞$ →$$ ô1 !ô2Γoo '

2 t( ) = Soo '2 t( ) − ô1 #ô2
・characteris2c	  of	  the	  nearest-‐neighbor	  correla2on:	  

↑ ↓ 

U=10.5v:	  Insulator	  

U=8v:	  Metal	  

doublon-‐holon	  
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U=10.5v:	  Insulator	  
U=8v:	  Metal	  

low	  

mid	  
high	  



	  On-‐site	  dynamical	  correla2on	  of	  doublon	 

Γdd
1 t( ) = Sdd1 t( ) − d̂1 d̂1

² 	  Γdd1(t)	  decreases	  with	  t	  for	  both	  phases,	  but	  this	  decrease	  is	  not	  monotonic.	  	  
² 	  This	  relaxa2on	  2me	  towards	  0	  is	  related	  with	  the	  doublon	  life2me.	  
	  	  	  	  	  ⇒Its	  life2me	  is	  longer	  in	  the	  metallic	  phase	  than	  in	  the	  insula2ng	  phase.	

U=10.5v:	  Insulator	  

U=8v:	  Metal	  
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	  On-‐site	  dynamical	  correla2on	  of	  doublon	 

Γdd
1 t( ) = Sdd1 t( ) − d̂1 d̂1

² 	  Γdd1(t)	  decreases	  with	  t	  for	  both	  phases,	  but	  this	  decrease	  is	  not	  monotonic.	  	  
² 	  This	  relaxa2on	  2me	  towards	  0	  is	  related	  with	  the	  doublon	  life2me.	  
	  	  	  	  	  ⇒Its	  life2me	  is	  longer	  in	  the	  metallic	  phase	  than	  in	  the	  insula2ng	  phase.	  
² 	  Two	  characteris2c	  structures	  at	  t/v∼0.6	  and	  2	  	  
	  	  	  ・t/v∼0.6:	  the	  contribu2on	  from	  middle-‐ω	  part	  of	  Sdd1(ω)	  changes.	  
	  	  	  ・t/v∼2	  	  	  :	  	  the	  change	  from	  the	  contribu2on	  of	  high-‐ω	  part	  to	  that	  of	  the	  low-‐ω	  part	  occurs.	

U=10.5v:	  Insulator	  

U=8v:	  Metal	  

U=10.5v:	  Insulator	  

U=8v:	  Metal	  

low	  

mid	  

high	  

high	  

low	  

mid	  
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	  Summary	 

p 	  We	  have	  numerically	  studied	  doublon	  dynamics	  in	  the	  half-‐filled	  Hubbard	  Model	  
	  	  	  	  on	  a	  triangular	  la;ce	  by	  using	  the	  cellular	  dynamical	  mean	  field	  theory.	  
	  

p 	  We	  have	  demonstrated	  clear	  differences	  of	  dynamics	  of	  doublon	  between	  in	  the	  	  
	  	  	  	  metallic	  and	  in	  the	  insula2ng	  phases.	

² 	  Nearest-‐neighbor	  dynamical	  correla2ons	  of	  doublon	  and	  holon	  :	  
	  

	  	  ・The	  nearest-‐neighbor	  doublon-‐holon	  pair	  shows	  a	  strong	  a0rac2on,	  in	  par2cular	  in	  the	  	  
	  	  	  	  	  insula2ng	  phase.	  
	  

	  	  ・The	  nearest-‐neighbor	  pairs	  between	  doublons,	  between	  holons,	  and	  between	  doublon	  and	  	  
	  	  	  	  	  single	  occupied	  site	  	  show	  a	  repulsion.	  
	  

	  	  ・In	  short-‐2me	  behaviors,	  the	  life2me	  of	  doublon-‐holon	  pair	  becomes	  longer	  in	  the	  insula2ng	  	  
	  	  	  	  	  phase	  and	  the	  forma2on	  of	  doubon	  pairs	  occurs	  faster	  in	  the	  metallic	  phase.	  
	  

	  	  ・In	  longer-‐2me	  behaviors,	  their	  correla2ons	  persist	  up	  to	  more	  long	  2me	  in	  the	  metallic	  phase.	  
	  
² 	  On-‐site	  dynamical	  correla2on	  of	  doublon	  shows	  that	  doublons	  in	  the	  metallic	  phase	  have	  a	  	  
	  	  	  	  	  longer	  life2me	  than	  that	  in	  the	  insula2ng	  phase.	
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Mechanism	  of	  Mo0	  metal-‐insulator	  transi2on	 

p 	  Correla2ons	  between	  doublon	  (double	  occupied	  site)	  and	  holon	  (vacant	  site)	  and	  	  
	  	  	  	  	  between	  two	  doublons	  have	  been	  studied	  in	  the	  square-‐la;ce	  Hubbard	  model	  	  
	  	  	  	  	  at	  half-‐filling	  without	  magne2c	  order	  by	  VMC	  method.	

T.	  Miyagawa	  and	  H.	  Yokoyama,	  JPSJ	  2011	  	  
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	  Dynamical	  correla2ons	  between	  nearest-‐neighbor	  sites	 

Soo '
2 t( ) = ô1 t( ) !ô2 0( ) t→∞$ →$$ ô1 !ô2Γoo '

2 t( ) = Soo '2 t( ) − ô1 #ô2

↑ ↓ ↑ ↓ ↑ ↓ 

U=10.5v:	  Insulator	  

U=10.5v:	  Insulator	  U=8v:	  Metal	  

U=8v:	  Metal	  

doublon-‐holon	   doublon-‐doublon	  
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U=10.5v:	  Insulator	  
U=8v:	  Metal	  

low	  

mid	  
high	  

U=10.5v:	  Insulator	  
U=8v:	  Metal	  



	  Dynamical	  correla2ons	  between	  nearest-‐neighbor	  sites	 

Γoo '
2 t( ) > 0 : attractive(correlation((((((

Γoo '
2 t( ) < 0 : repulsive(correlation

Soo '
2 t( ) = ô1 t( ) !ô2 0( ) t→∞$ →$$ ô1 !ô2Γoo '

2 t( ) = Soo '2 t( ) − ô1 #ô2
・characteris2c	  of	  the	  nearest-‐neighbor	  correla2on:	  

↑ ↓ 

↑ ↓ ↑ ↓ 

U=10.5v:	  Insulator	   U=10.5v:	  Insulator	  

U=8v:	  Metal	  

U=8v:	  Metal	  
doublon-‐holon	  

doublon-‐doublon	  
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Holon-‐holon	  

U=10.5v:	  Insulator	  

U=8v:	  Metal	  


