
EQPCM2013,   ISSP University of Tokyo,  6/12   2013 

References	  
Phys.	  Rev.	  Le/.	  106,	  166802	  (2011)	  
Phys.	  Rev.	  Le/.	  108,	  026802	  (2012)	  

arXiv:1211.0533	

Kentaro Nomura (IMR,	  Tohoku)	  

Shinsei Ryu (Illinois) 
Akira Furusaki (RIKEN) 
Naoto Nagaosa (Tokyo) 

Work done in collaboration with 



1.  IntroducCon:	  Topologically	  nontrivial	  states	  

2.  Responses	  in	  two	  dimensions	  

3.  Responses	  in	  three	  dimensions	  

outline	

EQPCM2013,   ISSP University of Tokyo,  6/12   2013 



Topological states 

-  Quantum Hall effect  

-  Quantum spin Hall effect  
         (topological insulators) 

-  Chiral superconductors 

-  Topological SC (3d)                    

B	

Laughlin	  (1980)	  	  
TKNN	  (1982)	  	  
Kohmoto	  (1985)	  

2d	  Kane-‐Mele	  (2005),	  BHZ(2006)	  
3d	  Fu	  et	  al.,	  Moore-‐Balents,	  Roy	  

Read-‐Green	  (2000)	  

Schnyder	  et	  al.	  (2008)	  
Fu-‐Berg,	  Sato	  (2010)	  



Topological states 

-  Quantum Hall effect  

-  Quantum spin Hall effect  
         (topological insulators) 

-  Chiral superconductors 

-  Topological SC (3d)                    

Laughlin	  (1980)	  	  
TKNN	  (1982)	  	  
Kohmoto	  (1985)	  

2d	  Kane-‐Mele	  (2005),	  BHZ(2006)	  
3d	  Fu	  et	  al.,	  Moore-‐Balents,	  Roy	  

Read-‐Green	  (2000)	  

Schnyder	  et	  al.	  (2008)	  
Fu-‐Berg,	  Sato	  (2010)	  

d	

	  symmetry	



Topological SC 
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Experiments:	  
	  	  Hor	  et	  al.,	  PRL	  104,	  057001	  (2010)	  
	  	  Kriener	  et	  al.,	  PRL	  106,	  127004	  (2011)	  
	  	  Sasaki	  et	  al.,	  PRL	  107,	  217001	  (2011)	  
	  	  Sasaki	  et	  al.,	  PRL	  109,	  217004	  (2012)	  

Theory:	  
	  	  Fu	  and	  Berg,	  PRL	  105,	  097001	  (2010)	  
	  	  Sato,	  PRB	  81,	  220504	  (2010)	  
	  	  Hsieh	  and	  Fu,	  PRL	  108,	  107005	  (2012)	  
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CuxBi2Se3	  	  and	  	  Sn1-‐xInxTe	  	  (3D	  TSC)	

[Hsieh-‐Fu	  2012]	[Sasaki	  et	  al.	  	  2012]	[Hor	  et	  al.	  2010]	

	  in-‐gap	  states	  (Majorana	  modes?)	



M  =        E L  =               T 

Present	  work	  

	  topological	  ME	  effect	

Response	  to	  an	  electric	  field	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  Response	  to	  a	  temperature	  gradient	

Electric/Thermal responses 

Qi,	  Hughes,	  Zhang	  (2008)	
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QHE and chiral SC 

QHE 2d chiral SC 

2DEG	   3He-‐A,	  Sr2RuO4,	  …	

Bulk:	  	  	  	  gapped	  	  (Landau	  levels)	  

Edge:	  	  chiral	  Dirac	  modes	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  (edge	  states)	

Bulk:	  	  	  	  gapped	  	  (SC	  gap)	  

Edge:	  	  chiral	  Majorana	  modes	  
                      (Andreev bound states)	

B	

l	z	=	-	1	p	a	i	r	

E	 =	vp	q	



QHE and chiral SC 

QHE 

2DEG	   3He-‐A,	  Sr2RuO4,	  …	
B	

l	z	=	-	1	p	a	i	r	

E	 =	vp	q	

	  gauge	  symmetry	  preserved	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  gauge	  symmetry	  broken	  

	  total	  charge	  is	  conserved	 	  but	  total	  energy	  is	  sCll	  conserved	

Charge	  transport	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  Thermal	  transport	

2d chiral SC 



Quantum Hall effect 

Streda	  formula	  :	

Cross-‐correlated	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  responses:	

δMz= (σH/ec)δµ 
δΝ  = (σH/ec)δBz 

QHE 

2DEG	   B	



Streda formula: σH  κH 

Streda-‐like	  formula	  :	

Energy	  current	

We	  consider	  the	  BdG	  theory	  of	  SCs	  

l	z	=	-	1	p	a	i	r	

E	 =	vp	q	

Qin	  et	  al.	  PRL	  (2011),	  	  	  Nomura	  et	  al.	  PRL	  (2012)	  	  	



Streda formula: σH  κH 

Energy	  current	

l	z	=	-	1	p	a	i	r	

E	 =	vp	q	

Qin	  et	  al.	  PRL	  (2011),	  	  	  Nomura	  et	  al.	  PRL	  (2012)	  	  	

Hamiltonian	 Energy current  	

Momentum	

Orbital angular momentum L	

ME	

L	

M	



Streda formula: σH  κH 

l	z	=	-	1	p	a	i	r	

E	 =	vp	q	

Hamiltonian	 Energy current  	

Momentum	

Orbital angular momentum L	

ME	

In	  (pseudo)	  Lorentz	  invariant	  cases	

(e.g.	  BdG	  Hamiltonian)	

L	

M	



Temperature gradient = gravity 

T1	

T2	

gravitaConal	  field	

φg =	

Tolman-‐Ehrenfest	  ,	  Lujnger	  

Equivalence	  Principle:	

The	  laws	  of	  physics	  in	  a	  gravita>onal	  field	  are	  idenCcal	  
	  to	  those	  in	  a	  local	  accelera>ng	  frame	  and	  in	  a	  temperature	  gradient.	



Newly found formulae 

F = m (Eg + 2v x Bg)	

ElectromagneCsm-‐gravity	  analogy	

φg	 Bz
g	φ	 Bz

	

Lorentz	  force	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  Coriolis	  force	

	  dφg =	  T-‐1dT	  ,	  	  Bzg	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  =(2/v2)Ω z	

Streda	  (1982)	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  Present	  work	



Responses of 2d-TSC 

Thermal	  energy	  changes	  as	  

	  	  	  	  	  	  ΔQ	  =(2κHT/v2)ΔΩz	  

B	

Charge	  density	  changes	  as	  

φg	 Bz
g	φ	 Bz

	

Streda	  (1982)	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  Present	  work	



Intrinsic angular momentum 

for	  chiral	  p-‐wave	  SC	

This	  follows	  a	  crude	  argument	  for	  intrinsic	  angular	  momentum	  

l	z	=	-	1	p	a	i	r	

E	 =	vp	q	

Combine	  	
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Responses to B and E in 3d-TI 

B	 E	

M	P	

  M =  αm E       

      P  =  αe  B 

     (magnetization)                                              (electric field) 

(electric polarization)                                         (magnetic field) 

Cross-‐correlated	  responses	



E 

B	  =	  (4π/c)	  j	

	  j	

M  =        E 
Qi,	  Hughes,	  Zhang	  ’08	  

Needs	  magneCc	  impuriCes	  	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  with	  the	  magne5za5on	  all	  poin5ng	  out	  (or	  in)	

3D	  TI	  +	  magneCc	  impuriCes	

Responses to B and E in 3d-TI 



Surface QH states  ρ  = σxy  Bz 

Responses to B and E in 3d-TI 



Surface QH states 

B Apply B-field 
+	 +	+	
+	+	+	

+	 +	

-	 -	

-	 -	

-	-	-	

E 

Apply E-field 

 ρ  = σxy  Bz 

Responses to B and E in 3d-TI 

E . B 



Surface QH states 

B E 

+	 +	+	
+	+	+	

-	 -	

-	 -	

+	 +	-	-	-	

+	+	
+	+	

-	-	

Apply B-field 
Apply E-field 

 ρ  = σxy  Bz 

Responses to B and E in 3d-TI 

E . B 



E . B 

Responses to B and E in 3d-TI 

B 

E B 

E 

Qi,	  Hughes,	  Zhang	  ’08	  



-Polarization energy (Axion term) 

-Zeeman energy 

-Anisotropy energy 

E . B 

Responses to B and E in 3d-TI 



Newly found formulae 

φg	 Bz
g	φ	 Bz

	

QHE	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  2d	  chiral	  SC	

B j	E jj	

3d-‐TI	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  3d-‐TSC	

2	  dimensions	

3	  dimensions	

Previous	  secCon	

This	  secCon	

?	  	  ?	



Newly found formulae 

φg	 Bz
g	φ	 Bz

	

QHE	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  2d	  chiral	  SC	

B j	E jj	 Bg
j
	Eg

jj
	

3d-‐TI	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  3d-‐TSC	

2	  dimensions	

3	  dimensions	

Previous	  secCon	

This	  secCon	



Response to thermal gradient 

T+ΔT	

T	

Cross-correlation between Electric field E and Magnetic field B 

Cross-correlation between Thermal gradient and Rotational motion 

L          T 

  M =  αm E       

	  angular	  momentum	



Electromagnetism and gravity 

Maxwell	  equaCon	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  Einstein	  equaCon	

In	  the	  staCc	  case	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  In	  the	  linearized	  approximaCon	

	  jν 	  =	  (ρc,	  j)	 	  T0ν 	  =	  (ρmc2,	  jEc)	



Electric/Thermal responses 

Quantum	  Hall	  effect	  	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  at	  the	  surface	  

Quantum	  thermal	  Hall	  effect	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  at	  the	  surface	  

	  j	  :	  electric	  charge	  current	   	  jE	  :	  thermal	  energy	  current	  

3d	  TI	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  3d	  TSC	

Present	  work	  
Magne>za>on	  is	  generated	  electrically	  	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  Qi,	  Hughes,	  Zhang	  (2008)	



Electric/Thermal responses 

Quantum	  Hall	  effect	  	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  at	  the	  surface	  

Quantum	  thermal	  Hall	  effect	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  at	  the	  surface	  

	  j	  :	  electric	  charge	  current	   	  jE	  :	  thermal	  energy	  current	  

Majorana	  
	  surface	

k	

	  	  	  E	

Dirac	  surface	

k	

	  	  	  E	

3d	  TI	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  3d	  TSC	

Present	  work	  
Magne>za>on	  is	  generated	  electrically	  	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  Qi,	  Hughes,	  Zhang	  (2008)	



QTHE of surface Majorana fermions 

Quantum	  thermal	  Hall	  effect	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  at	  the	  surface	  

	  jE	  :	  thermal	  energy	  current	  

Majorana	  
	  surface	

k	

	  	  	  E		  φg: gravitational potential [Luttinger (1964)]	

Present	  work	  

Majorana fermions at the surface 	



L . Ω	

Orbital	  angular	  momentum	  	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  per	  unit	  volume	

jE	  /v2	  =Pφ	

coupling	  energy	

Majorana fermions at the surface 	

	  φg: gravitational potential [Luttinger (1964)]	

QTHE of surface Majorana fermions 

:	  momentum	  	



Thermal responses in 3d TSC 

	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  Qi,	  Hughes,	  Zhang	  (2008)	

Topological insulator 
Bi2Se3	  ,	  Bi2Te3	  ,…	  

Topological superconductor 
3He-‐B,	  CuxBi2Se3	  (?)	

	  	  	  QHE	  	  of	  
	  	  	  	  Dirac	  fermions	

	  	  	  QTHE	  	  of	  
	  	  	  Majorana	  fermions	



Thermal responses in 3d TSC 

Topological insulator 
Bi2Se3	  ,	  Bi2Te3	  ,…	  

Topological superconductor 
3He-‐B,	  CuxBi2Se3	  (?)	

M  =        E 
P  =         B 

L   =           Eg 

PE =           Ω 

	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  Qi,	  Hughes,	  Zhang	  (2008)	 Present	  work	  

	  	  	  QTHE	  	  of	  
	  	  	  Majorana	  fermions	

	  	  	  QHE	  	  of	  
	  	  	  	  Dirac	  fermions	



Summary 

δMz= (σH/ec)δµ 
δN	  	  = (σH/ec)δBz 

δLz=  (2κH/ v2) δΤ 
δQ = (2κHΤ/v2)δΩz 

2D	  

3D	  
M  =        E 
P  =         B 

L   =           Eg 

PE =           Ω 

EM	  responses	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  Thermal	  responses	

Topological	  properCes	  of	  insulators	  and	  superconductors	  are	  characterized	  by	  	  

Cross-‐correlated	  responses	





Topological field theories 

Topological insulator Topological superconductor 

Physical	  consequence	  is	  not	  obvious	

Qi, Hughes, Zhang (2008) 
Essin, Moore, Vanderbuilt (2009) 

Ryu, Moore, Ludwig (2011) 
Wong, Qi,  Zhang  (2011) 

-‐	  Surface	  QHE	  
-‐	  Topological	  ME	  effect	  	  	  	  	  	

Thermal	  responses?	

R:	  Riemann	  tensor	



F = m (Eg + 2v x Bg)	

T1	

T2	

gravitaConal	  field	

Eg =	

Tolman-‐Ehrenfest	  ,	  Lujnger	  

In	  the	  rotaCng	  flame	 gravitomagneCc	  field	  
(Barnet	  field)	

Bg = Ω	
Coriolis	  force	

Bg 	

Eg 	



Edge modes in chiral SC 

T10=T00=T01	
l	z	=	-	1	p	a	i	r	

E	 =	vp	q	

Orbital	  angular	  momentum	

chiral	  Majorana	  edge	  modes	  


